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V nalogi spoznamo hiperboli£no geometrijo prek treh modelov. Prvi obravna-
vani model je model zgornje polravnine H, ki ga dobimo tako, da zgornjo polrav-
nino opremimo s prvo fundamentalno formo psevdosfere, za katero smo dokazali,
da ima konstantno negativno Gaussovo ukrivljenost. Ogledamo si, kaj so geo-
detke, ki jih imenujemo hiperboli£ne premice. Izpeljemo formulo za razdaljo na
H, d(a, b) = 2 tanh−1 |b−a||b−a| . Pokaºemo, da so izometrije H translacije, vzporedne
realni osi, zrcaljenja preko premic, vzporednih imaginarni osi, skaliranje za pozi-
tiven realen faktor in zrcaljenje prek kroºnice s sredi²£em na realni osi ter kon£ni
kompozitumi na²tetih preslikav.
S preslikavo P(z) = z−i
z+i
polravnino H preslikamo na enotski disk in ga opremili s
tako prvo fundamentalno formo, da je preslikava P izometrija. S tem dobimo nov
model hiperboli£ne geometrije imenovan Poincaréjev disk. Na tem modelu si ogle-
damo, kako izgleda vzporednost v hiperboli£ni geometriji, in ugotovili, da je smislno
pojem vzporednosti razdeliti na dva pojma, vzporednost in ultra-vzporednost.
Na koncu si ogledamo ²e nekoliko druga£en model, saj bo le ta vloºen v R3 in ne
v ravnino, kot prej²nje dva. Vzamemo enotsko sfero v metriki Minkowskega, ki je
podana z matriko:
J =
⎡⎣−1 0 00 1 0
0 0 1
⎤⎦ .
Enotska sfera je v tem primeru dvodelni hiperboloid. Da bo opazovana ploskev
povezana mnogoterost,opazujemo le zgornji del hiperboloida, ki ga ozna£imo s H2.
Ugotovimo, da metrika Minkowskega na tangentnem prostoru TH2 inducira pozi-
tivno deﬁnitno kvadratno formo. Pokaºemo, da obstaja izometrija med H2 in Po-
incaréjevem diskom. Na koncu klasiﬁciramo izometrije hiperboloida H2. Ugotovili
smo, da izometrije predstavlja grupa SO(2, 1) = {A ∈ GL(3,R)|ATJA = J}.
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Abstract
We present hyperbolic geomery through three diﬀerent models. The ﬁrst model is the
upper half-plane model H where the half-plane is equiped with the ﬁrst fundamental
form of pseudosphere, for which we proved that it has constant negative Gaussian
curvature. We explain what the geodetic curves are. These geodetic curves are called
hyperbolic lines. We derive the formula of the distance onH: d(a, b) = 2 tanh−1 |b−a||b−a| .
We show that the isometries of H are translation parallel to the real axis, reﬂections
through lines parallel to the imaginary axis, dilations by factor a ∈ R, inversions
in circles with centres on the real axis and compositions of ﬁnite number of the
mentioned maps.
Half-plane H was maped with P(z) = z−i
z+i
to the unit disc. The disc was equiped
with the ﬁrst fundamental form such that the map P is isometry. So we get the
second model of the hyperbolic geometry called Poincaré's disc. On this model we
present two kind of hyperbolic parallels: parallels and ultra-parallels.
The third model of the hyperbolic geometry is contrary to the ﬁrst two, included
in R3. The model is based on the unit sphere of Minkowsky's metric deﬁned by
matrix:
J =
⎡⎣−1 0 00 1 0
0 0 1
⎤⎦ .
The unit sphere is in this case the double hyperboloid. To obtain a connected
manifold we took only the upper part of it and we denotes it by H2. We found
out that the Minkovsky's matrix on the tangent space TH2 induces positive deﬁnite
qudratic form. We show that the isometry between H2 and Poincaré's disc exists.
We show that the isometry of H2 is the group So(2, 1) = {A ∈ GL(3,R)|ATJA =
J}.
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1. Uvod
V prvi polovici 19. stoletja sta ruski matematik Nikolaj Ivanovi£ Loba£evski in
madºarski matematik Janos Bolyai neodvisno odkrila prvo neevklidsko geometrijo,
ki jo danes poznamo pod imenoma hiperboli£na geometrija in geometrija Bolyai -
Loba£evskega. Pred tem so razli£ni matematiki sku²ali dokazati, da iz prvih ²tirih
aksiomov evklidske geometrije sledi peti aksiom, ki pravi, da ima vsaka premica
skozi poljubno to£ko natanko eno vzporednico. Z odkritjem hiperboli£ne geometrije
sta Loba£evski in Bolyai na²la prostor v katerem veljajo prvi ²tirje aksiomi evklidske
geometrije, aksiom o vzporednici pa ne drºi.
V nalogi bomo hiperboli£no geometrijo obravnavali s stali²£a diferencialne geo-
metrije. Omejili se bomo na ploskve. Videli bomo, da je ploskev hiperboli£na, £e
ima negativno Gauusovo ukrivljenost. Lastnosti hiperboli£ne geometrije bomo za£eli
spoznavati na modelu polravnine, ki jo bomo kasneje izometri£no preslikali v drug
model hiperboli£ne ravnine, imenovan Poincaréjev disk. Kasneje bomo opazovali
hiperboloidni model in se poglobili v grupo izometrij hiperboli£ne ravnine.
Na tem mestu spoznajmo ²e nakaj osnovnih pojmov diferencialne geometrije.
Deﬁnicija 1.1. Preslikava r : V ⊂ R2 → R3 je parametrizacija, £e je njen rang
povsod enak 2. Slika take preslikave je ploskev.
Deﬁnicija 1.2. Funkcije E,F,G : V ⊂ R2 → R, deﬁnirane s predpisi:
E(u, v) = ⟨ru(u, v), ru(u, v)⟩,
F (u, v) = ⟨ru(u, v), rv(u, v)⟩,
G(u, v) = ⟨rv(u, v), rv(u, v)⟩,





je matrika nekega skalarnega produkta na prostoru Tr(u,v)X glede na bazo {ru, rv}.
Deﬁnicija 1.3. Preslikava f : X → X̃ je izometrija, £e za vsako krivuljo γ :
[a, b]→ X velja, da je LX(γ) = LX̃(f(γ)), kjer L krivulji priredi njeno dolºino glede
na ploskev, na kateri se nahaja.
Deﬁnicija 1.4. Gaussova ukrivljenost K : X → R je funkcija podana s predpisom:
K(u, v) =
LN −M2
EG− F 2 ,
ki vsaki to£ki na ploskvi dolo£i ukrivljenost. Funkcije E,F,G : V ⊂ R2 → R,
deﬁnirane s predpisi:
L(u, v) = ⟨ruu(u, v), n(u, v)⟩,
M(u, v) = ⟨ruv(u, v), n(u, v)⟩,
N(u, v) = ⟨rvv(u, v), n(u, v)⟩,
se imenujejo koeﬁcienti prve fundamentalne forme glede na parametrizacijo r, n(u, v)
pa predstavlja normalo na ploskev v to£ki (u, v).
Gauss v svojem veli£astnem izreku dokazal, da je Gaussova ukrivljenostK odvisna
le od prve fundamentalne forme in njenih odvodov.
Pomembno vlogo bodo igrale tudi geodetske krivulje.
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Deﬁnicija 1.5. Geodetska krivulja na ploskvi X je najkraj²a krivulja, ki povezuje
izbrani dve to£ki.
2. Model zgornje polravnine
Vzemimo zgornjo polravnino in jo opremimo s prvo fundamentalno formo psevdos-
fere. S tem bomo deﬁnirali skalarni produkt oziroma metriko na tangentni ravnini
v vsaki to£ki zgornje polravnine. Rezultate bomo povzeli po [1, poglavje 11.]
Ena od parametrizacij psevdosfere se glasi:














Da bo zgornja preslikava dobro deﬁnirana in gladka, mora veljati, da je v > 1.
Izra£unajmo pripadajo£o prvo fundamentalno formo:
























































cosu sinu = 0,










































Trditev 2.1. Gaussova ukrivljenost K psevdosfere je konstantno enaka −1.
Dokaz. K bomo izra£unali s pomo£jo spodnje ena£be, ki je posledica rezultata iz
Gaussovega izreka Egregium. Izrek pravi, da je Gaussova ukrivljenost K odvisna le
od prve fundamentalni forme in njenih odvodov. Poleg tega bomo upo²tevali, da je
v na²em primeru F = 0. Formula se glasi:



















Ker v na²em primeru velja tudi G = E, zato se ena£ba ²e dodatno poenostavi v:


















Upo²tevamo, da je Eu = 0 in Ev = − 2v3 in dobimo:

















S H = {(u, v) ∈ R|v > 0} = {z ∈ C|Im(z) > 0} ozna£imo zgornjo polravnino, na
kateri je zgoraj izra£unana prva fundamentalna forma dobro deﬁnirana. Polravnina
H skupaj s prvo fundamentalno formo psevosfere predstavlja konformni model hi-
perboli£ne ravnine. Sedaj bomo lahko njene lastnosti ²tudirali v R2 namesto v R3,
kamor je vloºena psevdosfera. V naslednjem podpoglavju si bomo pogledali, kako
izgledajo premice v H.
2.1. Premice v zgornji polravnini. Geodetska krivulja je najkraj²a krivulja, ki
povezuje dve to£ki. V evklidski ravnini R2 so geodetske krivulje deli premic, zato
bomo geodetskim krivuljam na polravnini H rekli hiperboli£ne premice.
Ker smo polravnino opremili s prvo fundamentalno formo psevdosfere, je
(4) σ : (H, E, F,G)→ (σ(H), E, F,G)
izometrija. Izometrija slika geodetke v geodetke, zato za premice v H izberemo
krivulje, ki se s parametrizacijo σ slikajo v geodetke na psevdosferi.
Pri dokazu naslednje trditve si bomo pomagali s Clairautovim izrekom o geodetkah
na rotacijskih ploskvah.
Izrek 2.2. Naj bo γ naravno parametrizirana krivulja na rotacijski ploskvi S, ρ :
S → R razdalja med to£ko na S in osjo rotacije ter ψ kot med γ in merediani
ploskve S. e je γ geodetka, potem je koli£ina ρ sinψ konstantna vzdolº γ. Drºi tudi
obratno: £e je koli£ina ρ sinψ konstantna vzdolº γ in noben del γ ni del vzporednika
na S, je γ geodetka.
Dokaz. Naj bo σ(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)) parametrizacija ploskve S in
ρ = ρ(u) = f(u). Vektor σu je enotski vektor tangenten na meridiane in vektor
ρ−1σv je enotski vektor tangenten na vzporednike. Ker je F = 0, sta pravokotna.
Ker je γ(t) = σ(u(t), v(t)) naravno parametrizirana, je
γ̇ = cosψ σu + ρ
−1 sinψ σv
e ena£bo vektorsko pomnoºimo s σu z leve, dobimo:
σu × γ̇ = ρ−1 sinψ σu × σv.
e namesto γ̇ v zgornjo enakost vstavimo u̇σu + v̇σv, dobimo:
v̇σu × σv = ρ−1 sinφ σu × σv.
Torej je v̇ = ρ−1 sinψ oziroma ρ sinψ = ρ2v̇.
Ker je γ geodetka, je re²itev znanih Euler-Lagrangevih ena£b za iskanje geodetk, iz
katerihih dobimo pogoja:










Iz druge ena£be sledi, da je ρ2v̇ konstanta vzdolº γ.
Predpostavimo sedaj, da velja ρ sinψ = Ω, kjer je Ω konstanta. Ker je ρ2v̇ =
ρ sinψ = Ω, velja drugi pogoj iz ena£be (5). Pokazati moramo da velja tudi prvi.
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in nesemo v ena£bo u̇2 = 1 − v̇2, ki jo
dobimo, £e upo²tevamo, da je γ naravno parametrizirana krivulja. Dobimo:
u̇2 = 1− Ω
2
ρ2















Recimo, da izraz v oklepaju ni enak 0 v to£ki γ(t0) = σ(u0, v0), potem obstaja ϵ > 0,
da za vse t, za katere velja |t0−t| < ϵ, je u̇ = 0, kar pa je v nasprotju s predpostavko.
Torej je izraz v oklepaju enak 0 povsod na krivulji in velja tudi prvi pogoj iz ena£be
5. 
Trditev 2.3. Premice na H so poltraki in polkrogi, ki pravokotno sekajo x-os ozi-
roma rob H.
Dokaz. Izra£unajmo geodetke na psevdosferi. Psevdosfera je rotacijska ploskev s
parametrizacijo oblike
σ(u, v) = (f(v) cosu), f(v) sinu, g(v)),
zato bomo geodetke izra£unali s pomo£jo Clairautovega izreka.
e predpostavimo , da je γ(t) = σ(u(t), v(t)) naravno parametrizirana krivulja,
dobimo ena£bo:






v̇2 = 1 oziroma u̇2 + v̇2 = v2.








e je Ω = 0, mora veljati u̇ = 0, torej je u(t) = c, c ∈ R, kar pomeni, da so navpi£ni
poltraki geodetke.






v2 − v̇2 = Ω

















1− v2Ω2 , uvedemo novo spremenljivko: y = 1− v
2Ω2,






, u0 ∈ R,









Vidimo, da v tem primeru geodetke zado²£ajo ena£bi kroºnice s sredi²£em na x-osi.
Ker je prva fundamentalna forma deﬁnirana le na zgornji polravnini, so geodetke le
zgornje polovice kroºnic. 
Sedaj, ko vemo, kaj so premice v na²em hiperboli£nem modelu, lahko opazujemo
njihove lastnosti in jih primerjamo s premicami v evklidski geometriji.
Trditev 2.4.
(1) Skozi poljubni razli£ni to£ki poteka natanko ena premica.
(2) Z vsako premico l in vsako to£ko a, ki ne leºi na premici l, obstaja neskon£no
mnogo premic, ki ne sekajo l.
Dokaz.
(1) Naj bosta a, b ∈ H dve razli£ni to£ki. e je Re(a) = Re(b), je hiperboli£na
premica, ki poteka skozi ti dve to£ki, navpi£en poltrak.
eRe(a) ̸= Re(b), obstaja c, ki leºi na realni osi, tako da je |a−c| = |b−c|.
Hiperboli£na premca skozi a in b je torej polkrog s sredi²£em v c in polmerom
|a− c| = |b− c|.
(2) Naj bo l = {(x, y) ∈ C|x = 0, y > 0} hiperboli£na premica in a /∈ l. Brez
²kode za splo²nost lahko a izberemo tako, da je Re(a) > 0. Za vsak c ∈ R,
za katerega velja, da je |a − c| < c, je polkrog s sredi²£em v c in radijem
|a− c| hiperboli£na premica, ki ne seka l. Torej je dober vsak c, za katerega
velja c > |a|
2
2Re(a)
, takih pa je neskon£no mnogo.

2.2. Razdalja. V tem razdelku bomo izpeljali formulo za razdaljo na Hiperboli£ni
ravnini. Razdalja med dvema to£kama a in b je dolºina najkraj²e krivulje, ki se za£ne
v to£ki a in kon£a v to£ki b. Najkraj²a krivulja med dvema to£kama je geodetska
krivulja. Ker smo za premice na H izbrali geodetske krivulje, bo razdalja med to£ko
a in to£ko b dolºina odseka hiperboli£ne premice. Na ta na£in je pojem hiperboli£ne
razdalje dobro deﬁniran, saj smo v prej²nji trditvi dokazali, da skozi vsaki dve to£ki
poteka natanko ena hiperboli£na premica. Hitro opazimo: £e velja Re(a) = Re(b),
se hiperboli£na razdalja ujema z evklidsko.
Osredoto£imo se na primer, ko a in b ne leºita na isti navpi£ni premici. Ta-
krat je hiperboli£na premica, ki poteka skozi a in b, polkrog s sredi²£em v c ∈ R.
Parametrizirajmo odsek kroºnega loka med a in b:
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(9) γ(t) = (u(t), v(t)) = (c+ r cos t, r sin t), t ∈ (φ, θ),
kjer sta φ in θ kota, ki ju oklepata daljici med a in c oz. b in c z delom realne osi
desno od c.














































































|b− a|2 = 4r2 sin2 φ+ θ
2
.
Tako dobimo formulo za razdaljo:
d(a, b) = 2 tanh−1
|b− a|
|b− a| .
2.3. Elementarne izometrije H. Za za£etek si oglejmo nekaj elementarnih izo-
metrij.
(1) Translacija, vzporedna realni osi:
Ta(z) = z + a, a ∈ R
(2) Zrcaljenje £ez premico, vzporedno imaginarni osi:
Ra(z) = 2a− z, a ∈ R
(3) Skaliranje za faktor a > 0:
Da(z) = az, a ∈ R
(4) Zrcaljenje prek kroºnice s sredi²£em na realni osi:
Ia,r(z) = a+ r2z−a , a ∈ R
Prepri£ajmo se, da so zgornje preslikave res izometrije. O£itno je, da vse zgoraj
na²tete preslikaveH slikajo vH bijektivno. Naj bo preslikava F : H → H izometrija
in γ krivulja na H. Potem mora veljati, da sta dolºini krivulje γ in krivulje F(γ)
enaki. Naj bo γ(t) = (u(t), v(t)) in F(γ(t)) = (ũ(t), ṽ(t)). Zgornjo zahtevo za




















kjer velja: Ẽ = E ◦ F , F̃ = E ◦ F , G̃ = E ◦ F .
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(1) Ta(z) = z + a lahko prepi²emo v kartezi£no obliko in dobimo Ta(u, v) =
(u+a, v) = (ũ, ṽ). Potem je ̃̇u = u̇ in ̃̇v = v̇. Ker je E = E ◦Ta = G◦Ta = G,
je zgornji ena£bi zado²£eno in je Ta izometrija.
(2) Ra(z) = 2a − z prepi²imo v Ra(u, v) = (2a − u,−v). Potem je ̃̇u = −u̇ in
̃̇v = −v̇ in E = E ◦ Ra = G ◦ Ra = G. Ker v desni strani enakosti (11) z
vektorjem (̃̇u, ̃̇v) mnoºimo iz vsake strani, se minusa pokraj²ata, zato je tudi
Ra izometrija.
(3) Da(z) = az prepi²imo v Da(u, v) = (au, av). Potem je ̃̇u = au̇ in ̃̇v = av̇
in E ◦ Da = G ◦ Da = 1a2v2 . Ker v desni strani enakosti (11) z vektorjem
(̃̇u, ̃̇v) mnoºimo iz vsake strani, pridobimo a2, ki se pokraj²a pri mnoºenju z
matriko koeﬁcjentov prve fundamentalne forme, zato je tudi Da izometrija.
(4) Dovolj je dokazati za I0,1, saj lahko za ostale kroºnice dokaºemo s premikom








. Potem je ̇̃u = u̇(v
2−u2)−2uvv̇
(u2+v2)
in ̇̃v = v̇(u
2−v2)−2uvu̇
(u2+v2)
ter Ẽ = G̃ = (u
2+v2)2
v2




, kar je enako levi strani enakosti.
Kon£ni kompozitumi teh preslikav so ulomljene linearne preslikave. Velja pa tudi
obratno: vsako ulomljeno preslikavo se da napisati kot kompozitum elementarnih
izometrij. Naj bo f(z) = az+b
cz+d
, kjer so a, b, c in d ∈ R, ulomljena preslikava. Da bo
f bijektivna, mora veljati ²e ad− cb > 0. Potem je f = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1 in:















Upo²tevali smo, da c ̸= 0. e je c = 0, kompozitum najdemo ²e laºje. Dokazati se da
tudi, da so to vse izometrije zgornje polravnine, dokaz pa je nekoliko bolj zapleten,
zato ga bomo izpustili. Razlaga je povzeta po [3], kjer je tudi dokaz, da so to vse
izometrije.
Trditev 2.5. Naj bosta l1 in l2 hiperboli£ni premici ter z1 ∈ l1 in z2 ∈ l2 to£ki, ki
leºita na njima. Potem obstaja izometrija prostora H, ki slika l1 v l2 in z1 v z2.
Dokaz. Najprej razmislimo, da je dovolj, £e trditev dokaºemo v primeru, ko je l2
navpi£en poltrak z izhodi²£em v (0, 0) in to£ka z2 ustreza to£ki i. Ozna£imo ju z
l in z. Poiskati moramo izometrijo F1, ki l1 slika v l tako, da to£ko z1 ∈ l1 slika
v i in izometrijo F2, ki drugo hiperboli£no premico l2 slika v l in z2 v i. Potem je
kompozitum F−12 ◦ F1 izometrija, ki slika l1 v l2 in z1 v z2.
Za l1 imamo dve moºnosti:
(i) l1 je navpi£en poltrak z ena£bo u = a in z1 = a+ ib.
Izometrija, ki l1 slika v l, je T−a. Ker je T−a(z1) = ib, jo popravimo tako, da jo
komponiramo s skaliranjem za faktor b−1.Db−1 imaginarno os slika samo vase.
Torej smo na²li izometrijo Db−1 ◦ T−a, ki l1 slika v l in z1 v i.
(ii) l1 je polkrog s sredi²£em na realni osi in to£ka z1 leºi na njem. Naj l1 seka
realno os v to£ki a ∈ R.
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Ker smo v prej²nji to£ki ºe na²li izometrijo, ki preslika poljuben navpi£ni pol-
trak v l, zado²£a poiskati izometrijo, ki l1 slika v poljuben navpi£ni poltrak in
to£ko z1 v poljubno to£ko na njem. Videli smo, da Ia,1 hiperboli£ne premice,
ki pravokotno sekajo realno os v a, slika v navpi£ne poltrake.

Zanimiva razlika med evklidsko in hiperboli£no geometrijo je tudi ta, da so v
hiperboli£ni geometriji podobni trikotniki skladni, torej je tudi plo²£ina trikotnika
odvisna le od njegovih kotov. Dokaz bomo zaradi dolºine izpustili.
3. Poincaréjev disk
V tem poglavju si bomo ogledali naslednji model hiperboli£ne ravnine. Tega
bomo dobili tako, da bomo enotski disk opremili s tako fundamentalno formo, da
bo obstajala izometrija med H in enotskim diskom, glede na pripadajo£i oziroma
predpisani prvi fundamentalni formi.
3.1. Izometrija med polravnino in Poincaréjevim diskom. V tem razdelku
bomo iskali izometrijo med H in enotskim diskom. S tem bomo dobili nekoliko dru-
ga£en model hiperboli£ne geometrije. Pomagali si bomo z ulomljenimi preslikavami.
Oglejmo si naslednjo ulomljeno preslikavo:
(12) P(z) = z − i
z + i
.
P je deﬁnirana za vsak z ∈ C \ {−i}, njen inverz pa je deﬁniran s predpisom:
(13) P−1(z) = −i(z + 1)
z − 1 za z ∈ C \ {1}.
Torej je P bijektivna preslikava med C \ {−i} in C \ {1}. Ker −i /∈ H je deﬁnirana
na celem H. Oglejmo si sedaj P(H).
Naj bo z = u+ iv. Ker je z ∈ H, je v > 0. Ker je
(14) |P(u+ iv)| =
⃓⃓⃓⃓
u+ i(v − 1)




u2 − 2v + 1 + v2
u2 + 2v + 1 + v2
)︃1/2
≤ 1,







Torej se rob H s preslikavo P slika v rob D0,1, zato je P bijekcija med H in D0,1.
Sedaj nas zanima, s kak²no prvo fundamentalno formo moramo opremiti enotski
disk, da bo P med H in D0,1 izometrija.
Izrek 3.1. e enotski disk D0,1 opremimo s prvo fundamentalno formo F = 0,
E = G = 4
1−u2−v2 , je preslikava P : H → D0,1 izometrija.
Dokaz. Naj bo γ(t) = (u(t), v(t)) krivulja na D0,1 in γ̃(t) = P−1(u(t), v(t)) =
(ũ(t), ṽ(t)) krivulja na H. e naj bo P−1 izometrija, morata imeti γ in γ̃ enako
dolºino. Iz formule za dolºino krivulje in iz izreka o povpre£ni vrednosti dobimo, da
























(u− 1)2 + v2 ,
1− u2 − v2
(u− 1)2 + v2
)︃
,
kjer sta u in v seveda odvisna od t. Prva fundamentalna forma H ima v tem primeru
koeﬁciente enake E = G = 1̇̃v2 in F = 0. Izra£unajmo ²e
̇̃u in ̇̃v:
̇̃u =
(2v((u− 1)2 + v2)− 4uv(u− 1))u̇+ (2u((u− 1)2 + v2)− 4uv2)v̇
((u− 1)2 + v2)2 ,
̇̃v =
(−2u((u− 1)2 + v2)− (1− u2 − v2)2(u− 1))u̇
((u− 1)2 + v2)2
+
(−2v((u− 1)2 + v2)− 2v(1− u2 − v2))v̇
((u− 1)2 + v2)2 .
Ker zgornja zveza velja za vsak par (u̇0, v̇0) ∈ Tu0,v0P , velja tudi za vektorja (0, 1) in
(1, 0). E iz zgornje zveze dobimo tako, da za ( ̇̃u, ̇̃v) vstavimo vektor (1, 0) na obeh
straneh leve strani enakosti, F tako, da na eni strani vstavimo (1, 0), na drugi pa
(0, 1) in G tako, da na obeh straneh leve strani ena£be vstavimo vektor (0, 1).

Sedaj lahko deﬁniramo Poincaréjev disk kot naslednji model hiperboli£ne ravnine.
Deﬁnicija 3.2. Poincaréjev disk DP s koeﬁcienti prve fundamentalne forme F = 0,
E = G = 4
1−u2−v2 je model hiperboli£ne ravnine.
3.2. Premice na DP . Ker je preslikava P iz prej²nega razdelka izometrija, geodetke
slika v geodetke. Zato so geodetke oziroma krivulje, ki jih bomo na Poincaréjevem
disku imenovali premice, slike geodetk oziroma premic na zgornji polravnini. Kot
smo ºe omenili, je P ulomljena preslikava, ki premice in kroºnice slika v premice
in kroºnice. Poleg tega je preslikava konformna, kar vidimo iz oblike matrike koeﬁ-
cjentov prve fundamentalne forme. Torej P ohranja kote. e poveºemo vse na²tete
lastnosti preslikave P , ugotovimo, da so geodetke na DP deli kroºnic, ki pravokotno
sekajo rob diska. Med njimi so tudi vsi premeri diska, na katere lahko gledamo kot
na dele kroºnic z neskon£nim radijem.
Na Poincaréjevem disku je razdalja podana z naslednjo formulo:







Ker je dokaz zelo podoben dokazu formule za razdaljo na zgornji polravnini, ga bomo
izpustili.
V naslednjem poglavju si bomo na podlagi tega modela ogledali, kaj je vzpore-
dnost v hiperboli£ni geometriji.
4. Hiperboli£na vzporednost
Hiperboli£na vzporednost se kar dosti razlikuje od vzporednosti v evklidski ge-
ometriji. Kasneje bomo deﬁnirali celo dve razli£ni hiperboli£ni vzporednosti, pri
tem pa bomo izhajali iz razli£nih karakterizacij vzporednosti v evklidski geometriji.
Oglejmo si naslednjo preprosto trditev brez dokaza.
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Trditev 4.1. Naslednje trditve so v evklidski geometriji ekvivalentne:
(i) Premici l in m se ne sekata.
(ii) Premici l in m imata skupno pravokotnico.
(iii) Premici l in m sta na konstantni razdalji.
V evklidski geometriji pravimo, da sta l in m, ki zado²£ata zgornjim trditvam,
vzporedni, v hiperboli£ni geometriji pa je premic, ki se ne sekajo, zelo veliko, medtem
ko to, da se premici ne sekata, ²e zdale£ ne pomeni, da imata skupno pravokotnico,
kaj ²ele neskon£no mnogo skupnih pravokotnic. Prav tako nobeni dve razli£ni hi-
perboli£ni premici ne zado²£ata to£ki (iii) iz zgornje trditve.
Trditev 4.2. Naj bo l hiperboli£na premica. Ne obstaja hiperboli£na premica m, ki
bi bila konstantno oddaljena od premice l.
Dokaz. Ta dokaz bomo naredili na H. Ker smo dokazali, da obstaja izometrija,
ki katerokoli premico slika v katero koli drugo, lahko za l izberemo kar pozitvni
del imaginarne osi. Izberimo ²e to£ko a = u0 + iv0. Geodetka, ki povezuje a s
to£ko na l, je polovica kroºnice z ena£bo u2 + v2 = u20 + v
2
0 = r





0i = ir. Razdalja med a in w je enaka 2 tanh
−1 | ir−u0−iv0
ir−u0+iv0 |. Sedaj bi
radi, da je ta razdalja konstantno enaka D, ko r prete£e vsa pozitivna ²tevila. S




ir − u− iv
ir − u+ iv
⃓⃓⃓⃓
= D,









Ker izhodi²£a ne sekata pravokotno, to nista hiperboli£ni premici. 
Deﬁnirajmo hiperboli£no vzporednost na Poincaréjevem disku.
Deﬁnicija 4.3. Naj bosta l in m hiperboli£ni premici na DP , ki se ne sekata v
nobeni to£ki DP .
(i) e se l in m sekata v to£ki na robu DP , pravimo, da sta vzporedni.
(ii) e se l in m ne sekata v nobeni to£ki, pravimo, da sta ultra-vzporedni.
Slika 1. Premici l in n sta ultra-vzporedni, l in m pa vzporedni.
V poglavju o zgornji polravni smo videli, da v hiperboli£ni geometriji aksiom
evklidske geometrije o vzporednicah ne drºi. Oglejmo si situacijo na DP .
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Trditev 4.4. Naj bo l hiperboli£na premica na DP in a to£ka, ki ne leºi na njej.
Potem obstajata natanko dve hiperboli£ni premici m in m′, ki sta vzporedni z l in
potekata skozi a.
Kot med m in m′ je enak 2Φ, kjer je sinΦ = sech−1(d) in d hiperboli£na razdalja
med a in l. Poleg tega hiperboli£na premica skozi a seka l natanko tedaj, ko leºi med
m in m′ in hiperboli£na premica skozi a, ki pravokotno seka l razpolavlja kot med m
in m′.
Dokaz. Dokaz bo laºji, £e najprej dokaºemo, da ostaja izometrija DP , ki l slika na
del realne osi znotraj DP in to£ko a na imaginarno os. Najprej s preslikavo P−1 l
in a slikamo v H in ozna£imo ã = P−1(a) in l̃ = P−1(l). Po trditvi 2.5 vemo, da
obstaja izometrija F , ki l̃ slika na imaginarno os. Naj bo b = F (a). Preslikava D 1
|b|
to£ko b slika na enotsko kroºnico, medtem ko imaginarno os slika samo vase. Da bo
G = P−1(a) ◦ F ◦ D 1
|b|
◦ P ºelena izometrija, moramo preveriti ²e, da P imaginarno
os preslika v realno os in enotsko kroºnico v imaginarno os.
Naj bo z = xi, x > 0:









e pa je z = x+ iy in x2 + y2 = 1, je
P(z) = x+ i(y − 1)
x+ i(y + 1)
=
x2 + ix(y − 1− 1− y) + y2 − 1
x2 − (y + 1)2 =
−2ix
x2 − (y + 1)2 .
Torej je G res ºelena izometrija in je prvi del dokaza dovolj dokazati v primeru, ko
je l del realne osi med −1 in 1 in a = ri za r < 1. Na zgornji sliki vidimo, da je
trditev o£itna z izjemo formule za Φ.
Ker je d razdalja med a in l, je d = 2 tanh−1(|r|) in r = tanh(d
2
). Premico m opi²e
ena£ba
|z − 1− iR| = R,
za nek R ∈ R. Ker je to£ka a na m, tudi a re²i zgornjo ena£bo:
| − 1− i(r −R)| = R






Oglejmo si pravokotni trikotnik v evklidskem smislu z ogli²£i a, 1+ iR in iR. Ker je
hipotenuza tega trikotnika radij kroºnice, katere del je m, m seka pravokotno, zato






e R nadomestimo z 1+r
2
2r
in r z tanh(d
2




Pokazali smo, da k dani hiperboli£ni premici obstajata natanko dve vzporedni
premici skozi neko to£ko, ki ne leºi na prvotni premici. Trditev (ii) iz trditve 4.1 pa
lahko poveºemo z ultra-vzporednostjo. O tem govori naslednja trditev.
Trditev 4.5. Hiperboli£ni premici sta ultra-vzporedni natanko takrat, ko imata sku-
pno pravokotnico. V tem primeru je ena sama.
Slika 2. Premici l in m sta ultra-vzporedni, m pa njuna skupna pravokotnica.
Dokaz. Predpostavimo najprej, da sta l in m ultra-vzporedni. V prej²njem dokazu
smo pokazali, da smemo predpostaviti, da l sovpada z imaginarno osjo. Poleg tega
lahko brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da je m krog s sredi²£em v c in z
radijem r, ki v celoti leºi na zgornji polovici diska, saj ne more biti premica, ki
poteka skozi izhodi²£e, ker bi potem sekala l. Ker m seka disk pod pravim kotom,
po Pitagorovem izreku velja:
(16) |c| = r2 + 1.
Pokaºimo sedaj, da je Re(c) med −1 in 1:
(17) − 1 < Re(c) < 1.
Predpostavimo, dam seka realno os v neki to£ki v. Potem velja |c−v| = r. Vstavimo
r v ena£bo 16 in dobimo kvadratno ena£bo za v:
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(18) v2 − 2vRe(c) + 1 = 0.
e je |Re(c)| > 1, ima ena£ba 18 dve razli£ni re²itvi po absolutni vrednosti manj²i
od 1, torej m seka l dvakrat, kar je v protislovju s predpostavko, da sta l in m
ultra-vzporedni. e je |Re(c)| = 1 ima ena£ba 18 eno dvojno re²itev 1 ali −1, kar
pomeni da se m dotika l na to£ki roba diska, kar je pravtako v nasprotju s tem, da
sta ultra-vzporedni. Torej je |Re(c)| < 1.
Predpostavimo sedaj, da je n kroºnica s sredi²£em v b ∈ R in z radijem s. Ker ima
sredi²£e na realni osi, o£itno seka l pod pravim kotom. e ºelimo, da je pravokotna
na m in rob diska, morata veljati zvezi:
|b− c|2 = r2 + s2, b2 = s2 + 1.







Tedaj je n iskana skupna pravokotnica. V primeru, ko je Re(c) = 0, je o£itno, da je
iskana pravokotnica imaginarna os.
Predpostavimo sedaj, da imata l in m skupno pravokotnico n. Spet lahko privza-
memo, da je l realna os in n imaginarna. Naj n seka l v to£ki a = 0 in m v to£ki b.
Potem je m kroºnica s sredi²£em v iR za nek R > 1, ker n seka pravokotno. Kot v
prvem delu dokaza tudi tu uporabimo pitagorov izrek in dobimo zvezo R2 = r2+1.
Iz nje sledi, da je R > r, torej se m in l ne sekata in sta ultra-vzporedni. 
5. Paraboloidni model
V tem poglavju si bomo ogledali ²e en model hiperboli£ne ravnine. Tokrat bo
model vloºen v R3. Za za£etek si oglejmo prostor Minkowskega, ki bo kasneje
porodil na² model. Ta razdelek je povzet po [2, poglavje 3L].
Deﬁnicija 5.1. Prostor Minkowskega dimenzije n+1 je Rn+1, opremljen s kvadratno
formo:
(19) ⟨x, x⟩M = −x20 + x21 + ...+ x2n.
Nas bo prostor zanimal le v primeru, ko je n = 2. Zgornjo kvadratno formo lahko
v R3 zapi²emo tudi v slede£i matri£ni obliki.
(20) ⟨x, x⟩M = xT
⎡⎣−1 0 00 1 0
0 0 1
⎤⎦x.
Glejmo na zgornjo kvadrati£no formo kot na metriko Minkowskega in si oglejmo,
kaj je "enotska sfera" v tej metriki:
H2 = {x ∈ R3|⟨x, x⟩M = −1, x0 > 0}.
Drugo zahtevo za x zahtevamo zato, da dobimo povezano mnogoterost. Takoj vi-
dimo, da je H2 hiperboloid.
Trditev 5.2. Kvadratna forma ⟨x, x⟩M = −x20+x21+x22 porodi bilinearno simetri£no
formo na R3 in pozitivno deﬁnitno fundamentalno formo na H2.
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Dokaz. Naj bo a = (x0, y0, z0) ∈ H2 in naj bo α neni£elni tangentni vektor v TaH2.
Potem velja ⟨a, α⟩M = 0. Naj bo γ : I → H2 taka krivulja, da velja γ(0) = a. Ker
γ leºi v H2, je ⟨γ, γ⟩M = 1. e zadnjo enakost odvajamo, dobimo zvezo:
⟨γ̇, γ⟩M = 0.
V zvezo vstavimo t = 0 in ozna£imo γ̇(0) = (u, v, w):
(21) ⟨(u, v, w), (x0, y0, z0)⟩M = −ux0 + vy0 + wz0 = 0.
Ker je a ∈ H2, med komponentami a velja zveza:





Ker smo predpostavili, da je x0 > 0, je x0 =
√
y0 + z0 + 1. e vstavimo x0 v ena£bo
(21) in izrazimo u, dobimo
(22) u =
vy0√
y0 + z0 + 1
+
wz0√
y0 + z0 + 1
.




y0 + z0 + 1
+
wz0√




Sedaj bi radi videli, da spodnji izraz porodi simetri£no pozitivno deﬁnitno formo za
vsak X ∈ TaH2. To bo pomenilo, da kvadratna forma inducira skalarni produkt na
TaH2. Ra£unajmo:
XT
⎡⎣−1 0 00 1 0
0 0 1


























v2(z20 + 1)− 2vwy0z0 + w2(y20 + 1)
)︁
.
Ker je izraz y20 + z
2
0 + 1 > 0, se v zgornjem izrazu lahko izognemo ulomku, tako da
izraz pomnoºimo z y20+z
2
0+1. Dobljeno kvadratno formo lahko zapi²emo v matri£ni
obliki takole: [︃
z20 + 1 −y0z0
−y0z0 y20 + 1
]︃
Radi bi videli ²e, da je pozitivno deﬁnitna. Po znanem izreku je matrika pozitivno
deﬁnitna, £e so njena determinanta in determinante vseh njenih vodilnih podmatrik
pozitivne. Ker je z20 +1 > 0, moramo izra£unati samo ²e determinanto cele matrike:
det
(︃[︃
z20 + 1 −y0z0
−y0z0 y20 + 1
]︃)︃
= (z20 + 1)(y
2
0 + 1)− y20z20 = z20 + y20 + 1 > 0
Torej imamo res simetri£no pozitivno deﬁnitno kvadratno formo na TaH2, ki deﬁnira
metriko.

V naslednjem razdelku bomo pokazali, da je hiperboloid H2 z dano prvo funda-
mentalno formo izometri£en Poincaréjevemu disku.
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5.1. Izometrija med H2 in Poincaréjevim diskom. Najprej ºelimo najti di-
feomorﬁzem Φ, ki bo H2 slikal na enotski disk. Oglejmo si nekoliko prilagojeno
stereografsko projekcijo skozi to£ko s = (−1, 0, 0), deﬁnirano s predpisom:
(23) Φ(x) = s− 2(x− s)⟨x− s, x− s⟩M .
Preverimo, da Φ res slika H2 na enotski disk. Naj bo x = (x0, y0, z0) ∈ H2. Potem
velja x20 − y20 − z20 = 1. Ra£unajmo:
⟨x− s, x− s⟩M = ⟨(x0 + 1, y0, z0), (x0 + 1, y0, z0)⟩M =
= −(x0 + 1)2 + y20 + z20 = −x20 − 2x0 − 1 + y20 + z20 = −2x0 − 2




























< 1, za x0 > 0.
Ker je H2 ploskev vloºena v R3, mormo pri dokazu, da je Φ izometrija, postopati
nekoliko druga£e kot v dokazu izreka 3.1. V ta namen najprej deﬁnirajmo nekaj
pojmov, ki nam bodo v pomo£.
Deﬁnicija 5.3. Kvadrat tangentnega prostora T 2X tangentnega prostora TX je
podmnogoterost T 2X ⊂ R3 × R3 × R3 oblike:
T 2X = {(m, v1, v2)|m ∈ X, v1, v2 ∈ TmX}.
Mnogoterost lahko parametriziramo tako:
ψ(x, u1, u2) = (r(x), Dxr(u1), Dxr(u2)),
kjer je r parametrizacija ploskve X.
Deﬁnicija 5.4. Metrika g na X je gladka funkcija, ki slika iz T 2X v R, za katero
velja, da za vsak m ∈ X in vsaka v1, v2 ∈ TmX, velja
g(m, v1, v2) = gm(v1, v2).
Deﬁnicija 5.5. Naj bo F : X → Y taka gladka surjektivna preslikava, da je za
vsak m ∈ X odvod DmF : TmX → TF (m)Y tudi surjektiven. Naj bo g metrika na
Y . Povlek F ∗g je metrika na X, dana s predpisom:
(F ∗g)m(v1, v2) = gF (m)(DmF (v1), DmF (v2)).
Na²a preslikava Φ bo izometrija, £e bo veljalo:
Φ∗(gD) = gH2 .
Naj bostaX1, X2 ∈ T(x,y,z)H2 tangentna vektorja naH2 v to£ki (x, y, z). Po deﬁniciji
je:
(Φ∗(gD))(x,y,z)(X1, X2) = (gD)(x,y,z)(D(x,y,z)(Φ(X1)), D(x,y,z)(Φ(X2))).
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Radi bi pokazali, da je zgornji povlek metrike enak gH2 . Ra£unajmo:
D(x,y,z)(Φ) =




















Iz tega vidimo, da so elementi tangentnega prostora TΦ(x,y,z)D oblike (0, A1, A2). Naj
bo γ krivulja na H2 in naj bo γ(0) = (x, y, z). Ozna£imo γ̇(0) = X = (a1, a2, a3).
Od prej vemo:








































) = (0, u, v). Izrazimo prvo fundamentalno formo
Poincaréjevega diska z (x, y, z):































(1−u2−v2) = (x+ 1)
2. Primerjajmo sedaj koli£ini gD(X,X) in gH2(X,X):






































































Preslikava Φ bo izometrija, £e se koeﬁcienti pri a22, a
2
3 in a2a3 ujemajo.
Z upo²tevanjem, da je z2 = x2 − y2 − 1 pri a22, dobimo:
((x+ 1)x− y2)2 + y2z2
x2(x+ 1)2
=














Zelo podobno lahko opazimo, da so koeﬁcjenti enaki tudi pri a23 in a2a3, zato je Φ
res iskana izometrija in H2 model hiperboli£ne geometrije.
5.2. Izometrije H2. V tem razdelku si bomo pogledali, kaj so vse izometrije hiper-
boloida H2. Naj bo:
J =
⎡⎣−1 0 00 1 0
0 0 1
⎤⎦
matrika skalarnega produkta na H2. Radi bi poiskali vse linearne preslikave A :
R3 → R3, ki bodo izometrije.
Vemo, da je linearna preslikava A izometrija natanko tedaj, ko zado²£a pogoju:
(24) ⟨Ax,Ay⟩M = ⟨x, y⟩M za vsaka x, y ∈ H2.





Ker mora zgornji pogoj veljati za vsaka x in y, dobimo naslednji pogoj na A:
ATJA = J.
Ker je J2 identiteta, se pogoj lahko poenostavi v A−1 = JATJ . Torej smo pokazali,
da velja A−1 = JATJ natanko tedaj, ko je ⟨Ax,Ay⟩M = ⟨x, y⟩M .
Naj bo sedaj x = y. Potem je ⟨Ax,Ax⟩s = ||Ax||2M = ⟨x, x⟩s = ||x||2M . e je x ∈
H2, je ||x||2M = 1, in zato tudi ||Ax||2M = 1. Torej je A izometrija, ki H2 slika v H2.
Ker je A linearna preslikava, je odvod sama sebi in zato DxA = A : TxH2 → TAxH2.
Trditev 5.6. Grupa G = {A ∈ GL(3,R)|ATJA = J} je podgrupa grupe GL(3,R).
Dokaz. Dokazati moramo, da veljajo naslednji trije pogoji za podgrupo:
(1) id ∈ G.
idTJid = idJid = J.
(2) Naj bosta A,B ∈ G, potem je tudi AB ∈ G.
(AB)TJAB = BTATJAB = BTJB = J.
(3) e je A ∈ G, potem je tudi A−1 ∈ G.
V zgornji izpeljavi smo videli, da je A−1 = JATJ . Potem imamo:
(JATJ)TJJATJ = JAJJJATJ = JAJATJ = JJJ = J.
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Torej je G res podgrupa. 
Grupo vseh izometrij hiperboloida H2 bomo ozna£ili z SO(2, 1). Tudi tu se da
dokazati, da so to vse izometrije prostora H2.
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Slovar strokovnih izrazov
upper half-plane zgornja polravnina
geodetic line keodetska krivulja
halﬂine poltrak
ﬁrst fundamental form prva funadamentalna forma
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